Minimalni dikaz teorému o ¢tyrech barvach 2016

Nasledujici text pfinasi nacrt ditkazu teorému o ¢tytfech barvach (T1) v tomto znéni:
Tl Pro vybarveni poli libovolné politické mapy staci nejvyse 4 barvy.
Pro diikkaz musime nejdiive ustavit pojmovy aparat.

Politickd mapa (dale jen mapa) se sklada z barevnych poli, ktera se dotykaji (dotyk musi byt
linearni, ne bodovy [2]), nebo nedotykaji. Mapu mizeme prevést na graf, kde jednotlivéa pole budou
zastupovat uzly, dotyky pak hrany spojujici odpovidajici uzly, kterym budou udileny barvy z m-
¢etné mnoziny barev MB(m) = (xi, X2, X3, X4, ..., Xn), Kde X1, X2, X3, X4, ..., X,y jsou konkrétni barvy A,
B, C, D, ... X.Jednotlivé uzly budou potad¢ ocislovany ptfirozenymi Cisly 1, 2, ..., n, kde n je pocCet
uzli daného grafu. Pokud jsou dva uzly 7, s spojeny hranou, plati, ze jim musi byt udilenim barev
udélena riiznd barva, tj. je-li uzlu » ud€lena barva x, u uzlu s je vynucovana barva y.

Potom mtizeme dokazovany teorém pieformulovat takto:
T2 V libovolném grafu mapy je vynucovana nejvyse 4. barva.

Je zjevné, ze pocet vynucovanych barev zavisi na poctu dotykt, tedy poctu hran. Pokud
sestrojime graf s vétsim poctem hran, mél by vynucovat vice barev.

Potom mizeme dokazovany teorém pieformulovat takto:
T3 Graf s maximalnim poc¢tem hran vynucuje nejvyse 4 barvy.

Graf s maximalnim poctem hran je takovy, do néhoZz nelze ptidat dalsi hranu. Nazveme jej
trojuhelnikova sit, TS(n), kde n je pocet uzlii v ni obsazenych, n > 2, a po€et hran v ni 3(n — 2). Je
tvofena tzv. ,,trojuhelniky*, tedy elementdrnimi utvary, jejichz 3 vrcholy tvoii 3 sousedici uzly, které
jsou vzajemné spojeny 3 hranami (pro naSe ucely hrany nemusi byt pfimky).

Tato definice se opird o konvenci zavedenou pii konstrukci TS(#) (jeji ucelnost vyplyne
z dal$iho pfti kresbé grafu):

1. Nakreslime do pllkruhu »n — 1 uzll a ocislujeme je potadé¢ zleva ptirozenymi ¢isly 2, ...,
n. Pod ptlkruh umistime uzel s ¢islem 1.

2. Uzly spojujeme hranami nasledovné:

3. Uzel 1 spojime se vSemi zbyvajicimi uzly (v poctu n — 1).

4. Uzel 2 spojime s uzlem 3. Podobn¢ pokracujeme u uzlu 3 (spojime jej s uzlem 4), atd., az
uzel n — 1 spojime s uzlem n. (Téchto hran bude n —2.)

5. Spojime uzly 2, n. Vznikne kruh K(2-n) s uzly 2, ..., n. V tomto kruhu dopliiujeme hrany,
dokud to jde (v€etné spojnice 2-n jich bude n — 3). Vznikne utvar U(2-n). Tato tloha ma vice feseni.
Nejdiive vedeme hrany vychazejici z uzlu 2, potom nasleduji feseni s vychodiskovym uzlem 3, atd.,
dokud nevycerpame vSechny moznosti. (Pocet hran v takto vzniklém TS(#n) bude roven (n — 1) +
(n—2)+(n-3)).

Abychom mohli zjistit chovani TS(#n) pii udileni barev, sestrojime grafy TS(3) az TS(6):
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Obr. 1. TS(n) pron=3,4, 5, 6.

Do grafii udilime barvy podle nasledujici konvence (jejiz smysl se také v ptistim osvétli):
Uzlu 1 ud€lime barvu A, uzlu 2 barvu B, uzlu n barvu C, ostatnim uzlim udélime
vynucovanou barvu, pticemz udilime zbyvajici barvu z MB(3) = (B, C, D).

Udileni barev vypada takto:



Obr. 2. TS(n) pro n =3, 4, 5, 6 po ud¢leni barev.

Na zaklad¢ Dilciho ditkazu nize je ztejmé, ze utvar U(2-n) se sklada z ,.trojuhelnika®, které
vynucuji tfi barvy, tj. maximalni pocet vynucovanych barev utvaru U(2-n) je MAX(U(2-n)) = 3.
Protoze pole 1 ma ¢tvrtou barvu, A, MAX(TS(n)) = 4.

V zavislosti na tom mizeme dokazovany teorém pieformulovat takto:

T4 Pro maximalni pocet vynucovanych barev MAX(TS(n)) plati MAX(TS(n)) = 4.



Z konstrukce TS(n) plyne, ze MAX(TS(n)) = 4.
K vynucovéni 5. barvy takto nikdy nedojde.

Proto miizeme tvrdit, ze plati T1.

Priloha
Dilci ditkaz teoremu
TI Utvary U(2-n) vynucuji nejvyse treti barvu, tj. plati MAX(U(2-n)) = 3.

1. Chovéni obecné TS (tj. TS, kterd nemusi mit maximalni pocet hran) OTS(k) vzniklé
doplnénim vSech moznych hran do kruhu K(k) o k£ uzlech, ptirozené ¢islo k> 3

Pro dva sousedici ,,trojahelniky* v OTS(k) plati, Ze maji totoZznou hranu a 2 uzly, takze pii
udileni barev zbyvajici dva uzly mohou mit stejnou barvu.

Proto mtizeme pii udileni barev postupovat takto:

Z mnoziny barev MB(3) = (A, B, C) udélime tfi rizné barvy uzlim libovolného
»trojuhelnika®.

Sousedicimu ,,trojuhelniku‘ udélime pro zbyvajici 3. uzel zbyvajici 3. barvu. Tento postup
opakujeme tak dlouho, az jsou udéleny barvy vSem uzlim.

Postup udileni barev z MB(3) zarucuje udéleni barvy vSem uzlim OTS (k). Tim je dokazano,
ze MAX(OTS(k)) = 3.

2. U(2-n) je OTS(k), kde k + 1= n. Plati tedy pro U(2-n), ze MAX(U(2-n)) = 3, ¢imz je
dokazan teorém TI.
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Obr. 3. OTS(k) vznikla z kruhu K(k) pro k=4, 5, 6.
(Pocet ,.trojuhelnika* v OTS(k) je roven k — 2 (pii k o 1 vyS$si pouze pfibude 1 ,.trojuhelnik®, takze
zpusob udileni barev se neméni).)
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